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�.�. �ã¤¨«¨­

�®à¬ã«ë à ¬ ­ã¤¦ ­®¢  â¨¯  ¨

¬¥àë ¨àà æ¨®­ «ì­®áâ¨ ­¥ª®â®àëå ªà â­ëå �

� ¯®¬®éìî ï¢­®© ª®­áâàãªæ¨¨ á®¢¬¥áâ­ëå ¯à¨¡«¨¦¥­¨© � ¤¥ ¤«ï ®¡®¡é¥­Ä
­ëå £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å àï¤®¢ ¨ ä®à¬ã« ¤«ï ç¨á¥« �

√
d, d ∈ {1; 2; 3; 10005}, ¢

â¥à¬¨­ å íâ¨å àï¤®¢ ¤®ª §ë¢ îâáï ®æ¥­ª¨ ¬¥àë ¨àà æ¨®­ «ì­®áâ¨ ãª § ­­ëå
ªà â­ëå �. �¡áã¦¤ îâáï â ª¦¥ ¤àã£¨¥ ¢®§¬®¦­ë¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï.

�¨¡«¨®£à ä¨ï: 14 ­ §¢ ­¨©.

�¢¥¤¥­¨¥

� ¦­ãî à®«ì ¢ ¨áâ®à¨¨ ç¨á«  � {  àå¨¬¥¤®¢®© ¯®áâ®ï­­®© { ¨£à îâ ä®à¬ã«ë,
¯®§¢®«ïîé¨¥ ¢ëç¨á«ïâì íâ® ç¨á«® á ¢ëá®ª®© áâ¥¯¥­ìî â®ç­®áâ¨ (¢ ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥Ä
¬ï à¥çì ¨¤¥â ® ¬¨««¨ à¤ å æ¨äà ¯®á«¥ § ¯ïâ®©). � ®¤­®¬ã ª« ááã â ª¨å ä®à¬ã«
®â­®áïâáï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï, ¯®«ãç¥­­ë¥ � ¬ ­ã¤¦ ­®¬ [1] ¢ 1914£., áà¥¤¨ ª®â®àëå
á«¥¤ã¥â ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£® ®â¬¥â¨âì ¤¢  ¯à¨¬¥à :

∞∑
�=0

(1=4)�(1=2)�(3=4)�
�!3

(21460� + 1123) · (−1)�

8822�+1
=

4

�
; (1)

∞∑
�=0

(1=4)�(1=2)�(3=4)�
�!3

(26390� + 1103) · 1

994�+2
=

1

2�
√
2
; (2)

ª ª ®¡ëç­®, (a)� = �(a + �)=�(a) = a(a + 1) · · · (a + � − 1) ¯à¨ � > 1 ¨ (a)0 = 1 {
á¨¬¢®« �®å£ ¬¬¥à  (á¤¢¨­ãâë© ä ªâ®à¨ «); §¤¥áì ¨ ¢áî¤ã ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ `¯ãáâë¥'
¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï áç¨â ¥¬ à ¢­ë¬¨ 1. �âà®£¨¥ ®¡®á­®¢ ­¨ï íâ¨å à ¢¥­áâ¢ ¡ë«¨ ¯®«ãÄ
ç¥­ë á®¢á¥¬ ­¥¤ ¢­®, ¨ ¤® á¨å ¯®à ­®¢ë¥ ä®à¬ã«ë à ¬ ­ã¤¦ ­®¢  â¨¯  ¢®§­¨ª îâ
¢ á¢ï§¨ á ¬®¤ã«ïà­®© ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¥© à¥è¥­¨© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© [2]
¨  «£®à¨â¬ ¬¨ ¤«ï £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å àï¤®¢ [3]. � ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à®¢ ¯à¨¢¥¤¥¬
¥é¥ ¤¢¥ ä®à¬ã«ë, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¢ ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥:

∞∑
�=0

(1=3)�(1=2)�(2=3)�
�!3

(14151� + 827) · (−1)�

5002�+1
=

3
√
3

�
; (3)

∞∑
�=0

(1=6)�(1=2)�(5=6)�
�!3

(545140134� + 13591409) · (−1)�

533603�+2
=

3

2�
√
10005

;
(4)

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ç áâ¨ç­®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥Ä
¤®¢ ­¨©, £à ­â ò 03-01-00359.
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ä®à¬ã«  (3) ãáâ ­®¢«¥­  ¢ [2, ä®à¬ã«  (1.19)],   ä®à¬ã«  (4) { §­ ¬¥­¨â ï ä®à¬ã« 
�ã¤­®¢áª¨å [4], á ¯®¬®éìî ª®â®à®© ­  ¯à®âï¦¥­¨¨ 1989{94££. ®­¨ ã¤¥à¦¨¢ «¨
à¥ª®à¤ ¢ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ç¨á«  �.

� ¯à ¢®© ç áâ¨ ª ¦¤®© ¨§ ä®à¬ã« (1){(4) ­ ¯¨á ­ ®¡®¡é¥­­ë© £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨Ä
ç¥áª¨© àï¤

f(z) = mFm−1

(
a1;a2; : : : ;am

b2; : : : ; bm

∣∣∣∣ z) =
∞∑
�=0

(a1)�(a2)� · · · (am)�
(b2)� · · · (bm)�

z�

�!

=
∞∑
�=0

z�
a(0)a(1) · · · a(� − 1)

b(0)b(1) · · · b(� − 1)
;

£¤¥

a(x) = (x+a1)(x+a2) · · · (x+am); b(x) = (x+ b1)(x+ b2) · · · (x+ bm); b1 = 1:
(5)

�®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® äã­ªæ¨ï f(z) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â «¨­¥©­®¬ã ®¤­®à®¤­®¬ã ¤¨äÄ
ä¥à¥­æ¨ «ì­®¬ã ãà ¢­¥­¨î ¯®àï¤ª  m, â ª çâ® á®¢®ªã¯­®áâì äã­ªæ¨©

fi(z) =

(
z
d

dz

)i
f(z) =

∞∑
�=0

�iz�
a(0)a(1) · · · a(� − 1)

b(0)b(1) · · · b(� − 1)
; i = 0; 1; : : : ;m − 1;

¤®áâ ¢«ï¥â à¥è¥­¨¥ ­¥ª®â®à®© á¨áâ¥¬ë m «¨­¥©­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨«ì­ëå ãà ¢­¥­¨©
¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . � à ¡®â¥ [5] ¡ë«  ¯à¥¤êï¢«¥­  ï¢­ ï ª®­áâàãªæ¨ï á®¢¬¥áâ­ëå
¯à¨¡«¨¦¥­¨© � ¤¥ ¤«ï á¨áâ¥¬ë äã­ªæ¨© 1 ; f0(z); f1(z); : : : ; fm−1(z),   â ª¦¥ ãª Ä
§ ­ë (¡¥§ ¤¥â «¥©)  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï ¤«ï §­ ç¥­¨© íâ¨å äã­ªæ¨©. �¥«ì
­ áâ®ïé¥© à ¡®âë { ¯®«ãç¨âì ®æ¥­ª¨ ¬¥àë ¨àà æ¨®­ «ì­®áâ¨ ç¨á¥«, áâ®ïé¨å ¢
¯à ¢ëå ç áâïå ä®à¬ã« (1){(4). �â¨ ®æ¥­ª¨ ä®à¬ã«¨àãîâáï ¢ ¢¨¤¥ ¢¥àå­¨å £à ­¨æ
¤«ï ¯®ª § â¥«ï ¨àà æ¨®­ «ì­®áâ¨. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¯®ª § â¥«¥¬ ¨àà æ¨®­ «ìÄ
­®áâ¨ ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® ¨àà æ¨®­ «ì­®£® ç¨á«  � ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥«¨ç¨­ 

� = �(�) := inf{c ∈ R : ­¥à ¢¥­áâ¢® |�− p=q| 6 |q|−c ¨¬¥¥â
ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® à¥è¥­¨© ¢ p; q ∈ Z}:

�â¬¥â¨¬ â ª¦¥ à ¢¥­áâ¢® �(�) = �(�−1), ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§ íâ®£®
®¯à¥¤¥«¥­¨ï.

�¥®à¥¬ . �¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ ®æ¥­ª¨ ¤«ï ¯®ª § â¥«¥© ¨àà æ¨®­ «ìÄ
­®áâ¨ :

�(�) 6 57:53011083 : : : ; (6)

�(�
√
2) 6 13:93477619 : : : ; (7)

�(�
√
3) 6 44:12528464 : : : ; (8)

�(�
√
10005) 6 10:02136339 : : : : (9)

�® áãé¥áâ¢ã ¯à®£à ¬¬ , ª®â®à®© ¬ë ¯à¨¤¥à¦¨¢ ¥¬áï ¤ «¥¥, ¡ë«   ­­®­á¨à®Ä
¢ ­  �ã¤­®¢áª¨¬¨ ¢ [4], [6], £¤¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨«®¦¥­¨© ¯à¨¢®¤¨«¨áì (¡¥§ ¤¥â «ìÄ
­ëå ¤®ª § â¥«ìáâ¢) ®æ¥­ª¨ ¬¥àë ¨àà æ¨®­ «ì­®áâ¨ ç¨á¥« �

√
2 ¨ �

√
640320 =
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8�
√
10005, åã¤è¨¥, ç¥¬ ®æ¥­ª¨ (7) ¨ (9). �ë ã¯à®é ¥¬  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ ¨  à¨ä¬¥Ä

â¨ç¥áª®¥ ¨§«®¦¥­¨ï ª®­áâàãªæ¨¨ ¨§ [5], çâ® ¤ ¥â ¢®§¬®¦­®áâì ª®¬¯ ªâ­® ¤®ª § âì
â¥®à¥¬ã, ãâ®ç­¨¢ à¥§ã«ìâ âë ¨§ [4], [6].

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ®æ¥­®ª ¬¥àë ¨àà æ¨®­ «ì­®áâ¨ ç¨á«  � ¨
­¥ª®â®àëå ¥£® ªà â­ëå áãé¥áâ¢ãîâ¨ ¤àã£¨¥ ¬¥â®¤ë, ¤ îé¨¥ «ãçè¨¥ à¥§ã«ìâ âë.
� ª, ­ è¨ ®æ¥­ª¨ (6) ¨ (8) åã¦¥ ®æ¥­®ª

�(�) 6 8:01604539 : : : ; �(�
√
3) 6 4:60157912 : : : ;

¯®«ãç¥­­ëå � â®© ¢ [7]. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¤«ï ç¨á¥« ¢¨¤  �
√
d, £¤¥ d { ­ âãà «ì­®¥

ç¨á«®, á¯à ¢¥¤«¨¢  ®æ¥­ª 

�(�
√
d) 6 10:88248501 : : : ;

¢ëâ¥ª îé ï ¨§ à¥§ã«ìâ â  �(�2) 6 5:44124250 : : : �¨­  ¨ �¨®«ë [8]. �®íâ®¬ã
®æ¥­ª  (7) â ª¦¥ ­¥ ã«ãçè ¥â ¨§¢¥áâ­ãî, ¨ «¨èì ®æ¥­ª  (9) ¢ á«ãç ¥ d = 10005
¥¥ ãá¨«¨¢ ¥â. �®¤ç¥àª­¥¬, ®¤­ ª®, çâ® ¢ ãá«®¢¨ïå ¯®áâ®ï­­®£® ¯®ï¢«¥­¨ï ­®¢ëå
ä®à¬ã« à ¬ ­ã¤¦ ­®¢  â¨¯  ¬¥â®¤ë ¤ ­­®© à ¡®âë ¬®£ãâ ­ ©â¨ ¤ «ì­¥©è¨¥ â¥®Ä
à¥â¨ª®-ç¨á«®¢ë¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï.

§1. �®¢¬¥áâ­ë¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï � ¤¥

� à ¬¥âà ¬¨ á«¥¤ãîé¥© ¤ «¥¥ ª®­áâàãªæ¨¨ ¡ã¤ãâ æ¥«ë¥ ç¨á«  M ¨N , á¢ï§ ­Ä
­ë¥ ãá«®¢¨¥¬

M < N 6

(
1 +

1

m

)
M − 1: (10)

�¯à¥¤¥«ïï ¬­®£®ç«¥­

Q(x) =
M∑
�=0

(−1)�
(
M

�

)
b(N −M)b(N −M + 1) · · · b(N −M + �− 1)

a(0)a(1) · · · a(�− 1)
x�

= m+1Fm

(
−M;N −M + b1;N −M + b2; : : : ;N −M + bm

a1; a2; : : : ; am

∣∣∣∣ x);
(11)

­ å®¤¨¬

Q(z−1)fi(z) =
∞∑
l=0

zl−M
M∑
�=0

�>M−l

(−1)�
(
M

�

)
(�+ l −M)i

× b(N −M) · · · b(N −M + �− 1)

a(0) · · · a(�− 1)

a(0)a(1) · · · a(�+ l −M − 1)

b(0)b(1) · · · b(�+ l −M − 1)

=
∞∑
l=0

cl;iz
l−M ; i = 0; 1; : : : ;m − 1: (12)
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�«ï ã¤®¡áâ¢  § ¯¨è¥¬ ¯®«ãç îé¨¥áï ä®à¬ã«ë ¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ cl;i ¢ (12) ®âÄ
¤¥«ì­® ­  ª ¦¤®¬ ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¯à®¬¥¦ãâª®¢:

 ) ¯à¨ 0 6 l < M

cl;i =
M∑

�=M−l
(−1)�

(
M

�

)
(�+ l −M)i

× b(N −M)b(N −M + 1) · · · b(N −M + �− 1)

a(�+ l −M) · · · a(�− 1) · b(0) · · · b(�+ l −M − 1)
; (13)

¡) ¯à¨M 6 l 6 N

cl;i =
1

b(0)b(1) · · · b(N −M − 1)

M∑
�=0

(−1)�
(
M

�

)
(�+ l −M)i

× a(�) · · · a(�+ l −M − 1) · b(�−M + l) · · · b(�−M +N − 1);
(14)

¢) ¯à¨ l > N

cl;i =
M∑
�=0

(−1)�
(
M

�

)
(�+ l −M)i

× a(�) · · · a(�+ l −M − 1)

b(0) · · · b(N −M − 1) · b(�−M +N ) · · · b(�−M + l − 1)
:

(15)

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢ [5] çà¥§¢ëç ©­® ­¥¯à®áâ®. �¤¥ï í«¥Ä
¬¥­â à­®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ¨¬áâ¢®¢ ­  ­ ¬¨ ¨§ [9].

�¥¬¬  1. �«ï ¢á¥å i = 0; 1; : : : ;m−1 ¨ æ¥«ëå l ¨§ ¯à®¬¥¦ãâª  M 6 l 6 N
¢ë¯®«­¥­® cl;i = 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã­ªæ¨ï

(�+ l −M)i · a(�) · · · a(�+ l −M − 1) · b(�−M + l) · · · b(�−M +N − 1)

ï¢«ï¥âáï ¬­®£®ç«¥­®¬ ®â � áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¢ëè¥

i+m(l −M) +m(N − l) 6 (m− 1) +m(N −M) 6 −1 +M

(¢ ¯®á«¥¤­¥© ®æ¥­ª¥ ¬ë ¢®á¯®«ì§®¢ «¨áì ãá«®¢¨¥¬ (10)). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¤«ï
«î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  P (x) áâ¥¯¥­¨ ¬¥­ìè¥ M ¢ë¯®«­¥­®

M∑
�=0

(−1)�
(
M

�

)
P (�) = 0;
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¯®áª®«ìªã «î¡ ï ¯à®¨§¢®¤­ ï ¬­®£®ç«¥­ 

M∑
�=0

(−1)�
(
M

�

)
x� = (1 − x)M

¯®àï¤ª  ¬¥­ìè¥£® M ®¡à é ¥âáï ¢ â®çª¥ x = 1 ¢ ­ã«ì. � ãç¥â®¬ ä®à¬ã« (14) íâ®
¤ ¥â âà¥¡ã¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

� ª á«¥¤áâ¢¨¥, ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® á¨áâ¥¬ 

Ri(z) =
∞∑

l=N+1
cl;iz

l−M = Q(z−1)fi(z)− Pi(z−1); i = 0; 1; : : : ;m − 1; (16)

Pi(x) =
M−1∑
l=0

cl;ix
M−l; i = 0; 1; : : : ;m − 1;

à¥ «¨§ã¥â á®¢¬¥áâ­ë¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï (� ¤¥ ¢ á«ãç ¥ N + 1 = (1 + 1=m)M) ª á®¢®Ä
ªã¯­®áâ¨ äã­ªæ¨© 1 ; f0(z); : : : ; fm−1(z). �®áª®«ìªã ¯à¨¢¥¤¥­­ ï ª®­áâàãªæ¨ï § Ä
¢¨á¨â ®â ­ âãà «ì­ëå ¯ à ¬¥âà®¢ M;N , ¢ àï¤¥ á¨âã æ¨© ¡ã¤¥â ¢ ¦­® ãª §ë¢ âì
íâã § ¢¨á¨¬®áâì ¢ ï¢­®¬ ¢¨¤¥: ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì

Q(x;M;N ) = Q(x);

Pi(x;M;N ) = Pi(x); Ri(z;M;N ) = Ri(z); i = 0; 1; : : : ;m − 1:

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé ï âà¨¢¨ «ì­ ï ®æ¥­ª  ®áâ âª®¢ ¯à¨Ä
¡«¨¦¥­¨© (16).

�¥¬¬  2. �ãáâì N = (1 + 1=m)M − 1, ç¨á«  aj ; bj ¢ à §«®¦¥­¨ïå (5)
¯®«®¦¨â¥«ì­ë , ¯à¨ç¥¬ bj > 1, j = 1; : : : ;m. �®£¤  ¯à¨ |z| < 1=2m

lim
M→∞

log |Ri(z;M;N )|
M

6
log |z|
m

+ (m + 2) log 2

¤«ï ª ¦¤®£® i = 0; 1; : : : ;m − 1:

(17)

� ç áâ­®áâ¨ , ¯à¨ |z| < 1=2m(m+2)

lim
M→∞

log |Ri(z;M;N )|
M

< 0 ¤«ï ª ¦¤®£® i = 0; 1; : : : ;m − 1: (18)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �æ¥­¨¬ ª®íää¨æ¨¥­âë (15). �ç¨â ï aj 6 A ¤«ï ­¥ª®â®à®Ä
£® æ¥«®£® A > 1, j = 1; : : : ;m, ¯à¨ l > N ­ å®¤¨¬

|cl;i| 6
M∑
�=0

(
M

�

)
li · a(M)a(M + 1) · · · a(l − 1)

b(0)b(1) · · · b(l −M − 1)

6 2M lm−1 ·
(
(A+M)(A+M + 1) · · · (A+ l − 1)

(l −M)!

)m
= 2M

(
A+ l − 1

l −M

)m
lm−1 6 2M+m(A+l−1)lm−1; i = 0; 1; : : : ;m − 1:
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�®íâ®¬ã ¯à¨ |z| < 1=2m

|Ri(z)| 6
∞∑

l=N+1
|z|l−M |cl;i| 6 2M+m(A−1)|z|−M

∞∑
l=N+1

lm−1(2m|z|)l

< 2M+m(A−1)|z|−M · (N +m)m(2m|z|)N+1

(1− 2m|z|)m
; i = 0; 1; : : : ;m − 1;

®âªã¤  (¢¢¨¤ã N = (1 + 1=m)M − 1) ¨ á«¥¤ã¥â ¯à¥¤¥«ì­®¥ á®®â­®è¥­¨¥ (17).

� ¬¥ç ­¨¥. �à£ã¬¥­âë z ã £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å àï¤®¢, áâ®ïé¨å ¢ «¥¢ëå ç áÄ
âïå ä®à¬ã« (1){(4), ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ­¥à ¢¥­áâ¢ã |z| < 1=2m(m+2) ám = 3.

§2. �à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨¥  á¯¥ªâë

� è ¤ «ì­¥©è¨© ¢ë¡®à ¡ã¤¥â á¢ï§ ­ á £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ àï¤ ¬¨ ¢ (1){(4);
¯®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ áç¨â âì

m = 3; M = 3n; N = 4n− 1;

£¤¥ n { à áâãé¨© ­ âãà «ì­ë© ¯ à ¬¥âà. �®«®¦¨¬ â ª¦¥

Qn(x) = Q(x;M;N );

Pi;n(x) = Pi(x;M;N ); Ri;n(z) = Ri(z;M;N ); i = 0; 1; : : : ;m − 1:

�à®¬¥ â®£®, ¬­®£®ç«¥­ b(x) ¢ (5) ¡ã¤¥â ¢á¥£¤  à ¢¥­ (x + 1)3, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¤«ï
¬­®£®ç«¥­  a(x) ¡ã¤ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï á«¥¤ãîé¨¥ ¢®§¬®¦­®áâ¨:

(I) a(x) = (x+ 1=4)(x+ 1=2)(x+ 3=4);
(II) a(x) = (x+ 1=3)(x+ 1=2)(x+ 2=3).
(III) a(x) = (x+ 1=6)(x+ 1=2)(x+ 5=6);

�«ï ª ¦¤®£® n = 1; 2; : : : ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Dn ­ ¨¬¥­ìè¨© ®¡é¨© §­ ¬¥­ â¥«ì
ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¬­®£®ç«¥­  Qn(x). �à¨ à áá¬®âà¥­¨¨ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå á«ãç ¥¢ ¡ã¤¥â
â ª¦¥ ¯®ª § ­®, çâ®

DnPi;n(x) ∈ Z[x]; i = 0; 1; : : : ;m − 1; n = 1; 2; : : : :

(I) � íâ®¬ á«ãç ¥ ¯®¤áâ ­®¢ª  ¢ ä®à¬ã«ã (11) ¤ ¥â

Qn(x) =
M∑
�=0

(−1)�44�x� M ! (N −M + �)!3

(M − �)! (N −M)!3(4�)!

¨ á®£« á­® ä®à¬ã«¥ (13) ¤«ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¬­®£®ç«¥­®¢ Pi;n(x) ¨¬¥¥¬

cl;i = 44(M−l)
M∑

�=M−l
(−1)�(�+l−M)i

(4(�+ l −M))!

(�+ l −M)!4
· M ! (N −M + �)!3

(M − �)! (N −M)!3(4�)!
:

�­®¦¨â¥«¨

(�+ l −M)i
(4(�+ l −M))!

(�+ l −M)!4
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¢ ¯®á«¥¤­¥¬ ¢ëà ¦¥­¨¨ ï¢«ïîâáï æ¥«ë¬¨, â ª çâ® í«¥¬¥­âë âà¥¡ã¥¬®© ¯®á«¥¤®Ä

¢ â¥«ì­®áâ¨ Dn = D
(I)
n ¯à¨ ª ¦¤®¬ n ï¢«ïîâáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬¨ ®¡é¨¬¨ §­ ¬¥­ â¥Ä

«ï¬¨ ç¨á¥«

M ! (N −M + �)!3

(M − �)! (N −M)!3(4�)!
=

(3n)! (n + �)!3

(3n− �)!n!3(4�)!
·
(

n

n + �

)3
; � = 0; 1; : : : ; 3n:

�¯à¥¤¥«¨¬ æ¥«®§­ ç­ãî äã­ªæ¨î

'(x; y) = b3x− yc+ 3bxc+ b4yc − b3xc − 3bx+ yc+ 3�(x+ y)− 3�(x); (19)

£¤¥

�(x) =

{
1; ¥á«¨ {x} = 0;

0 ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ;

  b · c ¨ { · } { á®®â¢¥âáâ¢¥­­® æ¥« ï ¨ ¤à®¡­ ï ç áâ¨ ç¨á« . �®áª®«ìªã ¤«ï «î¡®£®
¯à®áâ®£® ç¨á«  p ¨ «î¡®£® æ¥«®£® ¯®«®¦¨â¥«ì­®£® N

ordpN ! =

⌊
N

p

⌋
+

⌊
N

p2

⌋
+

⌊
N

p3

⌋
+· · · ; ordpN = �

(
N

p

)
+�

(
N

p2

)
+�

(
N

p3

)
+· · · ;

¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ äã­ªæ¨¨ '(x; y) § ª«îç ¥¬, çâ® ¯à¨ ª ¦¤®¬ � =
0; 1; : : : ; 3n ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ à ¢¥­áâ¢®:

∏
p
p−'(n=p;�=p)−'(n=p

2;�=p2)−··· =
(3n)! (n + �)!3

(3n− �)!n!3(4�)!
·
(

n

n + �

)3
: (20)

�®íâ®¬ã, ®¯à¥¤¥«ïï
'0(x) = max

06y63x
'(x; y); (21)

á®£« á­® (20) ¬ë ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬ë© §­ ¬¥­ â¥«ì Dn ¢ ¢¨¤¥

Dn =
∏
p
p'0(n=p)+'0(n=p2)+'0(n=p3)+···:

�ã­ªæ¨ï (19) ï¢«ï¥âáï 1-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¯® ª ¦¤®¬ã  à£ã¬¥­âã; á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢
á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬ § ª®­®¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®áâëå ç¨á¥« ¯à®áâë¥
p 6
√
3n ¤ îâ ¢ª« ¤ ¯®àï¤ª  O(econst

√
n) ¢  á¨¬¯â®â¨ªã Dn ¯à¨ n → ∞. �â®, ¢

ç áâ­®áâ¨, ®§­ ç ¥â, çâ® ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ¤àã£ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

D̃n =
∏

p>
√
3n

p'0(n=p);

¯à¨ç¥¬

lim
n→∞

logDn
n

= lim
n→∞

log D̃n
n

:

�¯à¥¤¥«¨¬ â¥¯¥àì ¥é¥ ®¤­ã ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ãî äã­ªæ¨î

'1(x) = max
y∈R

'(x; y) = max
06y<1

'(x; y);
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ª®â®à ï, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â äã­ªæ¨¨ (21), ï¢«ï¥âáï 1-¯¥à¨®¤¨ç¥áª®©, çâ® ¯®§¢®«ï¥â ï¢­®
¥¥ ¢ëç¨á«¨âì:

'1(x) =


3; ¥á«¨ {x} ∈

[1
4
]
;

2; ¥á«¨ {x} ∈
[
0; 14

)
∪
(1
4 ;

1
3
)
∪
[1
2
]
;

1; ¥á«¨ {x} ∈
[1
3 ;

1
2
)
∪
(1
2 ;

2
3
)
∪
[3
4
]
;

0; ¥á«¨ {x} ∈
[2
3 ;

3
4
)
∪
(3
4 ; 1
)

(ç¥à¥§ [x] ®¡®§­ ç¥­® ¬­®¦¥áâ¢®, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ®¤­®£® í«¥¬¥­â  x). � â® ¦¥ ¢à¥¬ï,
¯à¨ x > 1=3¬ë, ®ç¥¢¨¤­®, ¨¬¥¥¬ '0(x) = '1(x). �®íâ®¬ã ­ ¬ ®áâ ¥âáï ¯®¤áç¨â âì
äã­ªæ¨î (21) ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ 0 6 x < 1=3:

'0(x) =


3; ¥á«¨ x ∈

[1
4
]
;

2; ¥á«¨ x ∈
[1
6 ;

1
4
)
∪
(1
4 ;

1
3
)
;

1; ¥á«¨ x ∈
[ 1
12 ;

1
6
)
;

0; ¥á«¨ x ∈
[
0; 112

)
:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® ¯®¢¥¤¥­¨ï ¢¥«¨ç¨­ë

D̃n =
∏
p>3n

p'0(n=p) ·
∏

√
3n<p63n

p'1(n=p)

¯à¨ n → ∞ ®áâ ¥âáï ¢­®¢ì ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¬ § ª®­®¬ à á¯à¥¤¥Ä
«¥­¨ï ¯à®áâëå ç¨á¥«:

lim
n→∞

log D̃n
n

=

∫ 1=3

0
'0(x) d

(
− 1

x

)
+

∫ 1=3

0
'1(x) d

(
 (x) +

1

x

)
+

∫ 1

1=3
'1(x) d (x)

= 18 + 2
 +  

(
1

3

)
+  

(
2

3

)
= 18 − 3 log 3 = 14:70416313 : : : ;

£¤¥  ( · ) ®¡®§­ ç ¥â «®£ à¨ä¬¨ç¥áªãî ¯à®¨§¢®¤­ãî £ ¬¬ -äã­ªæ¨¨ ¨ 
 = − (1)
{ ¯®áâ®ï­­ ï �©«¥à .

�®¤ëâ®¦¨¢ ï ¯à®¤¥« ­­ãî à ¡®âã, áä®à¬ã«¨àã¥¬ á«¥¤ãîé¨© ®ª®­ç â¥«ì­ë©
à¥§ã«ìâ â.

�¥¬¬  3. �á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ­ ¨¬¥­ìè¨å ®¡é¨å §­ ¬¥­ â¥«¥©

Dn = D
(I)
n ¬­®£®ç«¥­®¢ Qn(x) ¨ Pi;n(x), i = 0; 1; : : : ;m, ¢ á«ãç ¥ (I) ®¯à¥¤¥«ïÄ

¥âáï ¯à¥¤¥«ì­ë¬ á®®â­®è¥­¨¥¬

lim
n→∞

logD
(I)
n

n
= 18 − 3 log 3 = 14:70416313 : : : :

(II) �¥ «¨§ãï ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ä®à¬ã« ¬¨ (11) ¨ (13), ¯®«ãç ¥¬,

çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ Dn = D
(II)
n ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ ®¡é¨¬ §­ ¬¥­ â¥«¥¬ ç¨á¥«

M ! (N −M + �)!3�!

(M − �)! (N −M)!3(2�)! (3�)!
=

(3n)! (n + �)!3�!

(3n− �)!n!3(2�)! (3�)!
·
(

n

n + �

)3
;

� = 0; 1; : : : ; 3n:



���� ���������������� ��������� ������� � 9

�®íâ®¬ã ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ ï äã­ªæ¨ï '(x; y) ¨¬¥¥â ¢¨¤

'(x; y) = b3x− yc+3bxc+ b2yc+ b3yc−b3xc− 3bx+ yc−byc+3�(x+ y)− 3�(x);

¨ ¢ëç¨á«¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å '0(x) (¯à¨ 0 6 x < 1=3) ¨ '1(x) ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨©
à¥§ã«ìâ â:

'0(x) =


3; ¥á«¨ x ∈

[2
9 ;

1
3
)
;

2; ¥á«¨ x ∈
[1
6 ;

2
9
)
;

1; ¥á«¨ x ∈
[1
9 ;

1
6
)
;

0; ¥á«¨ x ∈
[
0; 19

)
;

'1(x) =


3; ¥á«¨ {x} ∈

[2
9 ;

1
3
)
;

2; ¥á«¨ {x} ∈
[
0; 29

)
∪
[1
3
]
∪
[1
2
]
;

1; ¥á«¨ {x} ∈
(1
3 ;

1
2
)
∪
(1
2 ;

2
3
)
;

0; ¥á«¨ {x} ∈
[2
3 ; 1
)
:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®,∫ 1=3

0
'0(x) d

(
− 1

x

)
+

∫ 1=3

0
'1(x) d

(
 (x) +

1

x

)
+

∫ 1

1=3
'1(x) d (x)

= 15 + 2
 −  
(
2

9

)
+ 2 

(
1

3

)
+  

(
2

3

)
= 15 − 9

2
log 3 − �

2
√
3
− 
 −  

(
2

9

)
= 13:33336442 : : : ;

¨ ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨î.

�¥¬¬  4. �á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ §­ ¬¥­ â¥«¥© Dn = D
(II)
n ®¯à¥¤¥Ä

«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì­ë¬ á®®â­®è¥­¨¥¬

lim
n→∞

logD
(II)
n

n
= 15 − 9

2
log 3 − �

2
√
3
− 
 −  

(
2

9

)
= 13:33336442 : : : :

� ¬¥ç ­¨¥. �§¢¥áâ­ ï ä®à¬ã«  � ãáá  (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [10, á. 19]) ¯®§¢®«ïÄ
¥â ¢ëç¨á«¨âì §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨¨  (x) ¢ â¥à¬¨­ å í«¥¬¥­â à­ëå äã­ªæ¨©. �¤­ ª®
¯®¤®¡­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤®áâ â®ç­® £à®¬®§¤ª¨, ª ¯à¨¬¥àã

− 
(
2

9

)
= 
 +

5

2
log 3 +

�

2
ctg

2�

9
+ 2 cos

�

9
log

(
2 sin

2�

9

)
− 2 cos

2�

9
log

(
2 sin

4�

9

)
− 2 cos

4�

9
log

(
2 sin

�

9

)
:

(III) � ááã¦¤ ï, ª ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å á«ãç ïå, § ª«îç ¥¬, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® n

ç¨á«® Dn = D
(III)
n ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ ®¡é¨¬ §­ ¬¥­ â¥«¥¬ ç¨á¥«

M ! (N −M + �)!3(3�)!

(M − �)! (N −M)!3�! (6�)!
=

(3n)! (n + �)!3(3�)!

(3n− �)!n!3�! (6�)!
·
(

n

n + �

)3
;

� = 0; 1; : : : ; 3n:
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�®íâ®¬ã

'(x; y) = b3x− yc+3bxc+ byc+ b6yc−b3xc− 3bx+ yc−b3yc+3�(x+ y)− 3�(x);

®âªã¤ 

'0(x) =


2; ¥á«¨ x ∈

[1
6 ;

1
3
)
;

1; ¥á«¨ x ∈
[ 1
18 ;

1
6
)
;

0; ¥á«¨ x ∈
[
0; 118

)
;

0 6 x <
1

3
;

'1(x) =


2; ¥á«¨ {x} ∈

[
0; 13

)
∪
[1
2
]
;

1; ¥á«¨ {x} ∈
[1
3 ;

1
2
)
∪
(1
2 ;

2
3
)
∪
[13
18 ;

5
6
]
;

0; ¥á«¨ {x} ∈
[2
3 ;

13
18
)
∪
(5
6 ; 1
)
;

§­ ç¨â ∫ 1=3

0
'0(x) d

(
− 1

x

)
+

∫ 1=3

0
'1(x) d

(
 (x) +

1

x

)
+

∫ 1

1=3
'1(x) d (x)

= 24 + 2
 +  

(
1

3

)
+  

(
2

3

)
+  

(
5

6

)
−  

(
13

18

)
= 24 − 3 log 3 +  

(
5

6

)
−  

(
13

18

)
= 20:97202138 : : : ;

¨ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â.

�¥¬¬  5. �á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ §­ ¬¥­ â¥«¥© Dn = D
(III)
n ®¯à¥¤¥Ä

«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì­ë¬ á®®â­®è¥­¨¥¬

lim
n→∞

logD
(III)
n
n

= 24 − 3 log 3 +  

(
5

6

)
−  

(
13

18

)
= 20:97202138 : : : :

§3. �á¨¬¯â®â¨ª  ¯à¨¡«¨¦¥­¨©

�à §ã ®â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®à¨£¨­ «ì­®© à ¡®â¥ [5] ¯à¥¤«®¦¥­ë ª®­áâàãªâ¨¢­ë¥ ¬¥Ä
â®¤ë ¢ëç¨á«¥­¨ï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® ¯®¢¥¤¥­¨ï ¬­®£®ç«¥­®¢ Qn(z

−1) ¨ ¯à¨¡«¨¦¥Ä
­¨© Ri;n(z) ¯à¨ n→∞. �¤­ ª®, ª ª á®¡áâ¢¥­­® ¨ ¯®«ãç¨«®áì ¢ [5], ¤¥â «ì­®¥ ®¡Ä
®á­®¢ ­¨¥ í¬¯¨à¨ç¥áª¨å á®®¡à ¦¥­¨© ®áâ ¥âáï §  ¯à¥¤¥« ¬¨ «î¡®© áâ âì¨ áà¥¤Ä
­¥£® ®¡ê¥¬ , â ª çâ® ¬ë ¯à¨¢®¤¨¬ ¤ «¥¥ ¨­®© á¯®á®¡ à¥è¥­¨ï ãª § ­­®© ¯à®¡«¥Ä
¬ë.

�®£« á­® ®¡é¥© â¥®à¨¨�¨«ìä {� ©«ì¡¥à£¥à  ¢á¥ ¯®áâà®¥­­ë¥ ­ ¬¨ ®¡ê¥ªâë{
¬­®£®ç«¥­ë Qn(x), Pi;n(x) ¨ «¨­¥©­ë¥ ä®à¬ë Ri;n(z) { ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à §­®áâÄ
­ë¬ ãà ¢­¥­¨ï¬ ®â­®á¨â¥«ì­® ­ âãà «ì­®£® ¯ à ¬¥âà  n. � ¨¡®«¥¥ `ã¤®¡­ë¬¨'
(¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥, á  «£®à¨â¬¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥­¨ï) ï¢«ïîâáï ¬­®£®ç«¥­ë Qn(x),
¯®áª®«ìªã ®­¨ ¤®¯ãáª îâ ¯à®áâ®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ (11) ¢ ¢¨¤¥ £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª®Ä
£® àï¤ . �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ä ªâ¨ç¥áª¨ ï¢«ï¥âáï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ â¥®à¥Ä
¬ë 4.4.1 ¢ [11]. �¥à¥§ N ¬ë ®¡®§­ ç ¥¬ ®¯¥à â®à á¤¢¨£  ¯® ¯¥à¥¬¥­­®© n.
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�¥¬¬  6. �ãé¥áâ¢ã¥â à §­®áâ­ë© ®¯¥à â®à

� = F0(x; n) + F1(x; n)N + · · ·+ Fs(x; n)N s ∈ Z[x; n][N ]

â ª®© , çâ®

�Qn(x) = F0(x; n)Qn(x) + F1(x; n)Qn+1(x) + · · ·+ Fs(x; n)Qn+s(x) = 0;

n = 1; 2; : : : :

�¥¬¬  7. �ãáâì � = �(x; n;N ) { à §­®áâ­ë© ®¯¥à â®à ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï
«¥¬¬ë 6. �®£¤  ¤«ï ¢á¥å ­ âãà «ì­ëå n > n0 ¨ ª ¦¤®£® i = 0; 1; : : : ;m − 1
¢ë¯®«­¥­®

�(x; n;N )Pi;n(x) = 0; �(z−1; n;N )Ri;n(z) = 0:

�­ë¬¨ á«®¢ ¬¨ , ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ®áâ âª®¢ ¯à¨¡«¨¦¥­¨© ã¤®¢«¥â¢®àïÄ
îâ â®¬ã ¦¥ à §­®áâ­®¬ã ãà ¢­¥­¨î , çâ® ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì §­ ¬¥­ Ä
â¥«¥© Qn(x) ¯à¨¡«¨¦¥­¨©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ª ¦¤®£® n ¯®«®¦¨¬

P̃i;n(x) = �(x; n;N )Pi;n(x)

=
s∑

j=0
Fj(x; n)Pi;n+j(x) ∈ Q[x]; i = 0; 1; : : : ;m − 1: (22)

�®£¤ 

P̃i;n(z
−1) = �(z−1; n;N )Pi;n(z

−1)

= �(z−1; n;N )
(
Qn(z

−1)fi(z)−Ri;n(z)
)
= −�(z−1; n;N )Ri;n(z)

= −
s∑

j=0
Fj(z

−1; n)Ri;n+j(z); i = 0; 1; : : : ;m − 1: (23)

�â¥¯¥­¨ ¬­®£®ç«¥­®¢ Fj(x; n) ¯® á®¢®ªã¯­®áâ¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå ®£à ­¨ç¥­­ë ­¥ª®â®Ä
à®©  ¡á®«îâ­®© ¯®áâ®ï­­®©. �®íâ®¬ã, ¯à¨¬¥­ïï ¢ ®¡« áâ¨ |z| < 1=2m = 1=23

®æ¥­ª¨¤«ïRi;n+j(z), j = 0; 1; : : : ; s, ¢ëâ¥ª îé¨¥¨§ ¯à¥¤¥«ì­®£® c®®â­®è¥­¨ï (17)
«¥¬¬ë 2, § ª«îç ¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® " > 0 ­ ©¤¥âáï n1 = n1(") â ª®¥, çâ®

log |P̃i;n(z−1)|
n

< log |z|+ 3 · 5 log 2 + " (24)

¯à¨ ¢á¥å n > n1("). �ë¡¥à¥¬ " = log 2 ¨ ¯à®¢¥¤¥¬ ¤ «ì­¥©èãî ç áâì à ááã¦¤¥­¨©
¤«ï ª ¦¤®£® n > n0 = n1(log 2) ¨ i = 0; 1; : : : ;m − 1. �®¤áâ ¢«ïï ¢¬¥áâ® x = z−1

æ¥«ë¥ ç¨á«  q > 23, á®£« á­® (24) (á " = log 2) ­ å®¤¨¬, çâ®

|P̃i;n(q)| < 216nq−n: (25)
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� â® ¦¥ ¢à¥¬ï ¬­®£®ç«¥­ (22) ¨¬¥¥â ä¨ªá¨à®¢ ­­ë© §­ ¬¥­ â¥«ì, ¯à¨ ã¬­®¦¥Ä
­¨¨ ­  ª®â®àë© ç¨á«  ¢ «¥¢®© ç áâ¨ (25) áâ ­®¢ïâáï æ¥«ë¬¨. �â® ®§­ ç ¥â, çâ®
P̃i;n(q) = 0 ¤«ï ¢á¥å q > q0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®£®ç«¥­ P̃i;n(x) ¯à¨­¨¬ ¥â ­ã«¥Ä

¢ë¥ §­ ç¥­¨ï ¢ ¡¥áª®­¥ç­®¬ ç¨á«¥ â®ç¥ª, ®âªã¤  P̃i;n(x) ≡ 0 ¤«ï «î¡®£® n > n0
¨ i = 0; 1; : : : ;m − 1. � ãç¥â®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï (22) ¬­®£®ç«¥­  P̃i;n(x) ¨ á®®â­®è¥Ä
­¨© (23) ¬ë ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

�  á ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï à §­®áâ­®£® ®¯¥à â®à  ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ «¥¬Ä
¬ë 6 áãé¥áâ¢ã¥â  «£®à¨â¬�®á¯¥à {� ©«ì¡¥à£¥à  á®§¨¤ â¥«ì­®£® â¥«¥áª®¯¨à®¢ Ä
­¨ï [11, £«. 6]. �à¨¬¥­ïï ¥£®, ¢ á«ãç ¥ (I) ¬ë ­ å®¤¨¬ (¢ ï¢­®¬, ­® ®ç¥­ì £à®¬®§¤ª®¬
¢¨¤¥) à §­®áâ­ë© ®¯¥à â®à � = � (I)(x; n;N ) â ª®©, çâ®

degx�
(I) = 6; degn�

(I) = 33; degN �(I) = 4:

� ¨¡®«¥¥ æ¥­­ ï ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï  á¨¬¯â®â¨ª¨ ¨­ä®à¬ æ¨ï á®¤¥à¦¨âáï ¢ å à ªÄ
â¥à¨áâ¨ç¥áª®¬ ¬­®£®ç«¥­¥ íâ®£® à §­®áâ­®£® ®¯¥à¥â®à :

�(N ) = �(I)(N ) = lim
n→∞

�(I)(x; n;N )

n33

= 23133(2048x− 243)
(
39(524288x2 − 248832x− 59049)(N 4 + 1)

+ 22(524288x2 − 248832x− 59049)

× (4194304x3 − 5308416x2 + 1399680x− 19683)N 3

+ 2 · 34(32768x2 + 55296x+ 729)(524288x2 − 248832x− 59049)N 2

+ 2237(64x− 9)(524288x2 − 248832x− 59049)N
)
: (26)

� á«ãç ¥ (II) á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© à §­®áâ­ë© ®¯¥à â®à � = � (II)(x; n;N ) â ª®¢,
çâ®

degx�
(II) = 6; degn�

(II) = 41; degN �(II) = 4;

¯à¨ íâ®¬ ¥£® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ®â«¨ç ¥âáï ®â �(I)(N ) ã¬­®¦¥­¨¥¬
­  ¯®áâ®ï­­ë© ¬­®¦¨â¥«ì:

�(II)(N ) = lim
n→∞

�(II)(x; n;N )

n41
=

315

218
�(I)(N )

(çâ®, ¢¯à®ç¥¬, ­¥ã¤¨¢¨â¥«ì­®).
� ª®­¥æ, ¢ á«ãç ¥ (III) ¤«ï à §­®áâ­®£® ®¯¥à â®à � = � (III)(x; n;N ) ¯®«ãç ¥¬

degx�
(III) = 6; degn�

(III) = 41; degN �(III) = 4

¨

�(III)(N ) = lim
n→∞

�(III)(x; n;N )

n41
=

315

22
�(I)(N ):

� ª¨¬ ®¡à §®¬,  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ¯®áâà®¥­­ëå ¯à¨¡«¨¦¥­¨© (¬­®£®Ä
ç«¥­®¢ ¨ «¨­¥©­ëå ä®à¬) ¯à¨ ª ¦¤®¬ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ z = 1=x ¨§ ®¡« áâ¨ 0 <
|z| < 1 ¯®«­®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­ã«ï¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬­®£®ç«¥­  �(N ).
�â® ä ªâ á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ 6, 7 ¨ á«¥¤ãîé¥£® ®¡®¡é¥­¨ï â¥®à¥¬ë�ã ­ª à¥ (á¬. [12,
â¥®à¥¬  1]).



���� ���������������� ��������� ������� � 13

�¥¬¬  8. �ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì un, n = n0; n0 + 1; : : : , ï¢«ï¥âáï ­¥Ä
âà¨¢¨ «ì­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ ­¥¢ëà®¦¤¥­­®£® «¨­¥©­®£® à §­®áâ­®£® ãà ¢­¥­¨ï
á å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬­®£®ç«¥­®¬ �(N ), �(0) 6= 0. �®£¤  ¢¥àå­¨© ¯à¥¤¥«
limn→∞ |un|1=n áãé¥áâ¢ã¥â ¨ à ¢¥­ ¬®¤ã«î |N0| ®¤­®£® ¨§ ­ã«¥© �(N ). �®Ä
«¥¥ â®£® , ¥á«¨ ¬®¤ã«¨ ®áâ «ì­ëå ­ã«¥© ¬­®£®ç«¥­  �(N ) ®â«¨ç­ë ®â |N0|,
â® ¢¥àå­¨© ¯à¥¤¥« ¬®¦­® § ¬¥­¨âì ­  ®¡ëç­ë©.

§4. �¥àë ¨àà æ¨®­ «ì­®áâ¨

�«ï ¯®«ãç¥­¨ï ®æ¥­®ª ¬¥àë ¨àà æ¨®­ «ì­®áâ¨ ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé¥¥ ãâ-
¢¥à¦¤¥­¨¥, ¤®ª § ­­®¥ ¢ [13, ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.3] (á¬. â ª¦¥ [7, § ¬¥ç ­¨¥ 2.1] ¯® ¯®Ä
¢®¤ã ãâ®ç­¥­¨ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨).

�¥¬¬  9. �ãáâì � ∈ R ¨àà æ¨®­ «ì­®. �à¥¤¯®«®¦¨¬ , çâ® ¯®á«¥¤®¢ Ä
â¥«ì­®áâì «¨­¥©­ëå ä®à¬ qnx − pn á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¨§ ¯®«ï à Ä
æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥« ¨«¨ ¬­¨¬®£® ª¢ ¤à â¨ç­®£® ¯®«ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â­®Ä
è¥­¨ï¬

lim
n→∞

log |qn|
n

= C1; lim
n→∞

log |qn�− pn|
n

6 −C0;

£¤¥ C0 ¨ C1 | ­¥ª®â®àë¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á« . �®£¤  �(�) 6
1 + C1=C0.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. �áâ ­®¢¨¬áï ¯®¤à®¡­® ­  ¢ë¢®¤¥ ®æ¥­ª¨ (6).
�«ï íâ®£® ¢ á«ãç ¥ (I) ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯à¨ ª ¦¤®¬ n = 1; 2; : : :

Pn(x) = 21460P1;n(x) + 1123P0;n(x);

Rn(z) = 21460R1;n(z) + 1123R0;n(z)

= Qn(z
−1)

∞∑
�=0

(1=4)�(1=2)�(3=4)�
�!3

(21460� + 1123)z� − Pn(z−1)

¨ à áá¬®âà¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ç¨á«®¢ë¥ ä®à¬ë, ¯®«ãç îé¨¥áï ¯à¨ ¯®¤áâ ­®¢Ä

ª¥ z = −1=8822 ¨ ¤®¬­®¦¥­¨¨ ­  ®¡é¨© §­ ¬¥­ â¥«ì Dn = D
(I)
n ª®íää¨æ¨¥­â®¢

¬­®£®ç«¥­®¢ Qn(x) ¨ Pn(x):

rn = DnRn(−882−2) = DnQn(−8822) ·
4 · 882
�

−DnPn(−8822)

= qn ·
1

�
− pn ∈ Z

1

�
+ Z; n = 1; 2; : : : ; (27)

¨¬¥­­® §¤¥áì ¬ë ¯à¨¬¥­¨«¨ ä®à¬ã«ã (1). �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ Qn(−8822) ¨
Rn(−1=8822), ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£® ­®¬¥à  n, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ®¤­®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥
à §­®áâ­®¬ã ãà ¢­¥­¨î á ®¯¥à â®à®¬ � (I)(−8822; n;N ). �à¨ íâ®¬ ¯¥à¢ ï ¯®á«¥Ä
¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥âà¨¢¨ «ì­ , çâ® â ª¦¥ ¢ë¯®«­¥­® ¨ ¤«ï ¢â®à®© ¢¢¨¤ã (27) ¨ ¨àÄ
à æ¨®­ «ì­®áâ¨ ç¨á«  1=�. �®£« á­® «¥¬¬¥ 8  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ íâ¨å ¯®Ä
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­¥ª®â®àë¬¨ ­ã«ï¬¨ N1 ¨N2 å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®Ä
£® ¬­®£®ç«¥­  (26) ¯à¨ x = −8822:

lim
n→∞

log |Qn(−8822)|
n

= log |N1|; lim
n→∞

log |Rn(−1=8822)|
n

6 log |N2|:
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�®á«¥ á®ªà é¥­¨ï ­  ç¨á«®¢®© ¬­®¦¨â¥«ì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ¯à¨­¨Ä
¬ ¥â ¢¨¤

N 4 − 401273814916233455620N 3 + 163210109239302N 2 − 22127620N + 1

¨ ¤«ï ¥£® ­ã«¥© (¤¢  ¨§ ª®â®àëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ë,   ¤¢  ª®¬¯«¥ªá­® á®¯àï¦¥­ë) ¨¬¥¥¬

log |N1| = 47:44117569 : : : ;

log |N2| = log |N ′2| = −15:80349476 : : : ; log |N ′′2 | = −15:83418617 : : : :

�à¨¢ë¡®à¥ ­ã«ï, ¬ ¦®à¨àãîé¥£®  á¨¬¯â®â¨ªã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ Rn(−1=8822),
¬ë ¢®á¯®«ì§®¢ «¨áì âà¨¢¨ «ì­®© ®æ¥­ª®© (18) «¥¬¬ë 2. �¥¯¥àì ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï
 á¨¬¯â®â¨ª¨ «¨­¥©­ëå ä®à¬ (27) á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ®áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®Ä
¢ âìáï «¥¬¬®© 3. � ®¡®§­ ç¥­¨ïå «¥¬¬ë 9 ¨¬¥¥¬

C0 = − log |N2| − (18 − 3 log 3) = 1:09933162 : : : ;

C1 = log |N1|+ (18 − 3 log 3) = 62:14533883 : : : ;

®âªã¤ 

�(�−1) 6 1 +
C1
C0

= 57:53011083 : : : :

� ãç¥â®¬ à ¢¥­áâ¢  �(�) = �(�−1) íâ® ¤ ¥â ­ ¬ âà¥¡ãî¬ãî ®æ¥­ªã (6).
�«ï ¢ë¢®¤  ®æ¥­ª¨ (7) ¬ë¯®«ì§ã¥¬áïä®à¬ã«®© (2). � íâ®¬ á«ãç ¥  á¨¬¯â®â¨ª 

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ Dn ¯à¨ n→∞ â ª¦¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï «¥¬¬®© 3,   á®®â¢¥âáâ¢ãÄ
îé¨© å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ (26) ¯à¨ z = 1=994 à ¢¥­ (á â®ç­®áâìî ¤®
ã¬­®¦¥­¨ï ­  ç¨á«®¢®© ¬­®¦¨â¥«ì)

N 4 + 755528641771136725636176380N 3

+ 2488600714253930502N 2 + 2732361980N + 1:

�âáî¤  ­ å®¤¨¬

C0 = 20:62568987 : : :− 14:70416313 : : : = 5:92152673 : : : ;

C1 = 61:88945992 : : :+ 14:70416313 : : : = 76:59362305 : : :

¨ ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥­ªã

�

(
1

�
√
2

)
6 1 +

C1
C0

= 13:93477619 : : : ;

¨§ ª®â®à®© á®¡áâ¢¥­­® ¨ á«¥¤ã¥â (7).
�æ¥­ª¨ (8) ¨ (9) ®â¢¥ç îâ ¯à¨¬¥­¥­¨î ä®à¬ã« (3) (á«ãç © (II)) ¨ (4) (á«ãÄ

ç © (III)) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �à¨ z = −1=5002 å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ ¨¬¥¥â
¢¨¤

19683N 4 − 262145327105399680078732N 3

+ 331773760512118098N 2 − 139968078732N + 19683;
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â ª çâ® ¢ á«ãç ¥ (II)

C0 = 14:66365222 : : :− 13:33336442 : : : = 1:33028779 : : : ;

C1 = 44:03567538 : : :+ 13:33336442 : : : = 57:36903981 : : : ;

®âªã¤  á ¯®¬®éìî «¥¬¬ë 9 ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥­ªã (8). � ª®­¥æ, ¯à¨ z = −1=533603
å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬­®£®ç«¥­ à ¢¥­

19683N 4 − 58838593699430396423147427221766247926046392398732 N 3

+ 122534920953081108757902878834806098N 2

− 85062121695608910732N + 19683;

¯®íâ®¬ã ¢ á«ãç ¥ (III)

C0 = 34:90377291 : : :− 20:97202138 : : : = 13:93175152 : : : ;

C1 = 104:71137186 : : :+ 20:97202138 : : : = 125:68339324 : : : ;

¨ ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª ®æ¥­ª¥ (9). �¥®à¥¬  ¤®ª § ­  ¯®«­®áâìî.

§5. � ª«îç¨â¥«ì­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï

�®­¥ç­® ¦¥, ¬®¦­® ¡ë«® à áá¬®âà¥âì ¨ á«ãç © ¤àã£®£® ¢ë¡®à  ¯ à ¬¥âà®¢ M
¨N . �¤­ ª® ¬ë ®¡­ àã¦¨«¨, çâ® ¢® ¢á¥å à áá¬®âà¥­­ëå á«ãç ïå ¯à¨¢¥¤¥­­ë© ¢ëÄ
¡®à ¯ à ¬¥âà®¢ ®¯â¨¬ «¥­. �à®¬¥ â®£®, ¢ëç¨á«¥­¨¥  á¨¬¯â®â¨ª¨ ª®íää¨æ¨¥­â®¢
¨ ¯à¨¡«¨¦ îé¨å ä®à¬ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ áâ ­®¢¨âáï áãé¥áâ¢¥­­® á«®¦­¥¥ ­¥ â®«ìÄ
ª® á â¥å­¨ç¥áª®©, ­® ¨ á ®¡®á­®¢ â¥«ì­®© â®çª¨ §à¥­¨ï. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® à §Ä
­®áâ­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï ¤«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¬­®£®ç«¥­®¢ Pi;n(x) ¨ ä®à¬ Ri;n(z)
¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥­ë ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®, ¯®áª®«ìªã ª ¦¤ë© ¨§ íâ¨å ®¡ê¥ªâ®¢ ï¢Ä
«ï¥âáï ¤¢®©­ë¬ £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ àï¤®¬, ª ª®â®à®¬ã ¯à¨¬¥­¨¬  á®®â¢¥âáâ¢ãÄ
îé ï ¢¥àá¨ï  «£®à¨â¬  á®§¨¤ â¥«ì­®£® â¥«¥áª®¯¨à®¢ ­¨ï. �à ¢¤ , â¥å­¨ç¥áª ï
à¥ «¨§ æ¨ï ¯®¤®¡­®© § â¥¨ âà¥¡ã¥â ®£à®¬­ëå ¢à¥¬¥­­�ëå à¥áãàá®¢.

�â­®á¨â¥«ì­® ¤àã£¨å ¯à¨«®¦¥­¨© ¬¥â®¤®¢ ­ áâ®ïé¥© à ¡®âë ­ ¬ ¯à¥¤áâ ¢«ïÄ
¥âáï ¢ ¦­ë¬ ­ ¡«î¤¥­¨¥ �¨««¥àë [14]. �­ ®â¬¥ç ¥â, çâ® ä®à¬ã«ë à ¬ ­ã¤¦ Ä
­®¢  â¨¯  â¥á­® á¢ï§ ­ë á ¡ëáâà® áå®¤ïé¨¬¨áï àï¤ ¬¨ ¤«ï «®£ à¨ä¬®¢  «£¥¡à ¨Ä
ç¥áª¨å ç¨á¥« ¨ ¤àã£¨å ¨­â¥à¥á­ëå ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¯®áâ®ï­­ëå. �¬¥­­®, à áá¬ âÄ
à¨¢ ï ¢ [14] àï¤ë â¨¯ 

F (k) =
∞∑
�=0

(1=4 + k)�(1=2 + k)�(3=4 + k)�
(1 + k)3�

(21460(� + k) + 1123) · (−1)�

8822(�+k)+1

(áà. á (1)), ®­ ®¡­ àã¦¨¢ ¥â, çâ® ¨å §­ ç¥­¨ï ­¥ â®«ìª® ¯à¨ k = 0, ­® ¨ ¯à¨ k = 1=2
¤®¯ãáª îâ í«¥¬¥­â à­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï. � ª, ¢ ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ ¯à¨¬¥à¥

F (0) =
4

�
; F

(
1

2

)
= 4 log

(
2 · 310

76

)
(¯¥à¢®¥ à ¢¥­áâ¢® á®£« á­® (1)). �­®¦¥áâ¢® ¤àã£¨å àï¤®¢ ¨§ á¯¨áª  ¢ [14] ¯®§¢®Ä
«ï¥â ¯à¥¤¯®«®¦¨âì áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ è¨à®ª®£® ª« áá  ä®à¬ã« ¤«ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å
¯®áâ®ï­­ëå, ª ª®â®à®¬ã ¬¥â®¤ë ­ áâ®ïé¥© à ¡®âë ¬®£ãâ ãá¯¥è­® ¯à¨¬¥­ïâìáï. �
á®¦ «¥­¨î, ­ ¬ ­¥¨§¢¥áâ­  áª®«ì-­¨¡ã¤ì á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª ï â¥®à¨ï ¯® íâ®¬ã ¯®¢®Ä
¤ã; ¯®«ãç¥­­ë¥ ¯à¨¬¥àë á«¥¤ã¥â ®â­¥áâ¨ áª®à¥¥ ª ¯à¨ïâ­ë¬ á«ãç ©­®áâï¬.
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